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ПРЕДЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СТАЛЕЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ 
РАМ С УЧЕТОМ ПЛАСТИЧЕСКОГО И ХРУПКОГО 
РАЗРУШЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ

SHAKEDOWN ANALYSIS OF COMPOSITE FRAMES TAKING 
INTO ACCOUNT PLASTIC AND BRITTLE FRACTURE OF 
ELEMENTS

АННОТАЦИЯ

В статье предложена математическая модель задачи оптимизации для 

расчета плоских сталежелезобетонных рам, содержащих упругопластические 

и хрупкие элементы. Принято, что нагрузка случайным образом изменяется 

в заданных пределах. Приведен пример предельного анализа сталежелезобе-

тонной рамы.

ABSTRACT

In the paper the mathematical model of the optimization problem of limit and 

shakedown analysis for composite plane frames, containing elastic-plastic and 

brittle elements under low-cyclic loading, is proposed. It is assumed that the load 

varies randomly within the specified domain, and limited plastic redistribution 

of forces in such structures occurs. An example of the shakedown analyses of the 

composite frame is given.

ВВЕДЕНИЕ 

Композитные сталежелебетонные конструкции сочетают такие пре-

имущества, как высокая жесткость железобетона с высокой прочностью 

стали и скорости возведения зданий из стали. Эти системы рекомен-

дуется использовать в высотных зданиях [1] и сильно нагруженных 

конструкциях, таких как небоскребы, промышленные сооружения 

и т.д. Как правило, в композитных конструктивных системах перво-

начально возводится стальной каркас, который затем обетонируется. 

Этапы возведения проиллюстрированы на рисунке 1. 

Alyavdin P., Bulanov G. Predelnyy analiz stalezhelezobetonnykh ram s uchetom plasticheskogo i 
khrupkogo razrusheniya elementov [Shakedown Analysis of Composite Frames Taking into 
Account Plastic and Brittle Fracture of Elements]. In: Contemporary Issues of Concrete and 
Reinforced Concrete: Collected Research Papers. Minsk. Institute BelNIIS. Vol. 6. 2014. pp. 7–24. 

Source:
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Рисунок 1. Общие этапы возведения сталежелезобетонного каркаса

В статье представлен метод определения механизма хрупко-пласти-

ческого разрушения сталежелезобетонных рам, который может исполь-

зоваться при оценке напряженно-деформированного состояния таких 

рам в поступругой стадии. Проектирование зданий на сейсмическое 

воздействие [2-3], расчет на прогрессирующее разрушение [4], так же 

как и выбор стратегии защиты сооружения от особых воздействий [5] 

требуют такой оценки. Предельный анализ упруго пластических систем 

рассмотрен во многих работах [7, 8]. В то же время важная проблема, 

связанная с наличием в сооружениях хрупких элементов, до сих пор 

рассмотрена не была. 

Нагружение здесь принимается однократным, но значения нагрузок 

случайным (неопределенным) образом могут изменяться в заданных 

пределах. При этом в колоннах и ригелях зданий предусматривается 

возможность появления как пластического шарнира с последующим 

упругопластическим разрушением (от действия изгибающего момен-

та), так и возможность хрупкого разрушения элементов (от действия 

поперечной силы). 

Математическая модель задачи оптимизации

Оптимизационная задача для конструкций (рам), содержащих 

упругопластические и хрупкие элементы, формулируется следующим 

образом.
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Требуется найти параметр μ , вектор сочетаний нагрузок F
j
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 = (S
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r )таких что

μ→max, (1)

Se(t) =ω
SF 

F(t), (2)

Se(t) =(S
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e(t), S
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e(t)), (3)

A
pl 

S
pl
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(S
pl

e(t)+S
pl

r, μS
0,pl 
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bri I∈

φ
br

(S
br

e(t), μS
0,br 

)
i
≤  0, (6)

F(t)∈Ω(F
j
(t), t, j∈J). (7)

где ω
SF

 – матрица влияния вектора нагрузок F на вектор усилий 

Se, Se = (S
pl

e, S
br

e);

S
pl

e и S
br

e – соответственно векторы усилий в сечениях упруго-

пластических и упруго-хрупких элементов в упругой стадии работы;

A
pl 

– матрица статической совместности (уравнений равновесия) 

остаточных усилий S
pl

r в сечениях упруго-пластических элементов;

S e, S r – векторы упругих и остаточных усилий в сечениях элементов;

F
j 
(t) – векторы j-х сочетаний нагрузок, j∈J;

J – множество сочетаний нагрузок;

I
br

 – множество i-х хрупких элементов;

Ω(•) – множество нагрузок F;

t – время.

Здесь ϕ
pl/ΩF

 функция текучести, определенная в области внешних 

воздействий (нагрузки F
j
) Ω

F
 для упруго-пластических элементов, ϕ

br 
–

 

функция прочности для хрупких элементов, A
pl  

–
 
матрица равновесия. 

Индексы pl and br относятся к упруго пластическим и упруго-хрупким 

элементам соответственно, индексы e и r – к упругим и остаточным 

усилиям.

Задача (1)-(7) представляет собой проблему нелинейного програм-

мирования (НЛП).

После нахождения механизма разрушения необходимо принять во 

внимание динамически эффект при разрушении.

Заметим, что сформулированная выше задача для смешанных систем 

с упругопластическими и упруго хрупкими элементами является новой.
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Пример предельного анализа сталежелезобетонной рамы 

В качестве примера рассмотрим предельный анализ сталежелезо-

бетонной рамы, приведенной на рисунке 2.

Рисунок 2. Сталежелезобетонная рама

Рама нагружена двумя видами нагрузок:

1. Постоянная нагрузка (рисунок 3a).

2. Полезная нагрузка в виде горизонтальной нагрузки, при-

ложенной к каждому этажу и действующей попеременно в 

противоположных направлениях (рисунок 3б).

Нагрузки собраны в две комбинации нагружений. 
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a)                                                              б)

Рисунок 3. Нагрузки, действующие на раму

Для расчетов в упругой стадии использовался конечно элементный 

комплекс SAP2000. Расчетная модель с номерами узлов и элементов 

приведена на рисунке 7. Сечения элементов рамы приведены в таблице 

1. Бетон принят класса C35/45. 

Для сечений ригелей нижнего этажа принято полное объединение 

стального сечения с бетоном замоноличивания посредством объедини-

тельных деталей. Для передачи продольного сдвигающего усилия между 

бетоном и стальным элементом предусмотрено сдвиговое соединение 

и поперечное армирование без учета сцепления и трения между ними.

Сечение ригелей верхних этажей представляет собой сталежелезо-

бетонное сечение нового типа, где для обеспечения совместной работы 

бетона и стали принято соединение «на зубцах» (рисунок 4).
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Рисунок 4. Сталежелезобетонное сечение с соединением «на зубцах»

Рисунок 5. Элементы сталежелезобетонного сечения с соединением 
«на зубцах»:

1. Стальная полка
2. Стальная стенка
3. Зубцы соединения
4. Сборная бетонная стенка (может не применяться)
5. Сборная железобетонная плита
6. Монолитная железобетонная плита
7. Продольная арматура монолитной плиты
8. Продольная арматура сборной плиты
9. Поперечная арматура с выпусками
10. Конструктивная арматура
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Данный вид соединения позволяет в полной мере использовать бе-

тонное и стальное сечение, так как отсутствует стальная сжатая полка и 

все сжимающие усилия воспринимаются бетоном. Конструкция может 

выполняться как в монолитном варианте, так и в сборно-монолитном. 

При сборно-монолитном варианте тавр соединяется с плитой на заводе, 

а затем на стройплощадке добавляется верхний слой омоноличивания, 

при этом сборная плита выполняет функцию опалубки (рисунок 5). 

Рисунок 6. Формы зубцов 

Форма зубцов подбирается в зависимости от величины срезающих 

напряжений (рисунок 6). 

Таблица 1

Сечения элементов
№

Сечение

b, мм

H, 
мм

Продольное 
армирование, 

класс арматуры

Стальной 
профиль, 

марка 
стали

Номер элемента в 
расчетной схеме

Верх-
няя 

грань

Ниж-
няя 

грань

нижняя верхняя

1 1000 300 600 4Ø25, 

S500

Ø12, 

S500 

шаг 125

40Б2, С275 1, 3, 4, 5

2 1000 - 600 - Ø16, 

S500 

шаг 100

Тавр 

сварной, 

h=500 мм, 

bf =300 мм, 

tf =12 мм, 

tw=8 мм      

С275

2, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 

12, 13, 14, 19, 20

3 500 500 500 3Ø20, 

S500

3Ø20, 

S500

40К2, С275 33, 34, 23, 24, 27, 28, 

21, 22, 35, 36, 25, 26, 

37, 30, 31, 32, 38, 39, 

15, 16, 40, 17, 18, 19
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Рисунок 7. Расчетная модель рамы

Несущая способность по моменту для упругопластических эле-

ментов посчитана с помощью зависимости момент – угол поворота, 

основанной на средних характеристических свойствах материалов. 

Для определения характерных точек на зависимостях M – 1/φ (мо-

мент-кривизна) пользуются следующим правилом [14]. Упругая часть 

идеализированной кривой должна проходить через точку, отмечающую 

начало текучести первого арматурного стержня. Идеализированный 

пластический несущий момент получается с помощью уравнивания 

площадей, заключенных между фактической и идеализированной 

кривой момент-кривизна после точки начала текучести первого арма-

турного стержня (рисунок 8). 

Идеализированные кривые момент-кривизна приведены в табли-

цах 2, 3. 
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Рисунок 8. Расчетная модель рамы

Таблица 2

Идеализированные кривые момент-кривизна 
для сечений колонн

Тип сечения по 
таблице 1/ номер 

элемента /продоль-
ное усилие, кН

Кривая для по-
ложительного и 
отрицательного 

момента

Тип сечения по та-
блице 1/ номер эле-
мента /продольное 

усилие, кН

Кривая для по-
ложительного и 
отрицательного 

момента

3/33, 34 / -1358 кН

M
p
=1157 кН ·м

1/33, 34 / -123 кН

M
p
=954 кН ·м

3/35, 36 / -1532 кН

M
p
=1177 кН ·м

1/38, 39 / -1520 кН

M
p
=1175 кН ·м

Moment

Curvature

φv  φv

Mp

Mne

My

φu
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Тип сечения по 
таблице 1/ номер 

элемента /продоль-
ное усилие, кН

Кривая для по-
ложительного и 
отрицательного 

момента

Тип сечения по та-
блице 1/ номер эле-
мента /продольное 

усилие, кН

Кривая для по-
ложительного и 
отрицательного 

момента

3/25, 26 / -1187 кН

M
p
=1139 кН ·м

1/30, 37 / -854 кН

M
p
=1098 кН ·м

3/31, 32 / -533 кН

M
p
=1054 кН ·м

1/23, 24 / -970 кН M
p
=1112 кН ·м

3/23 , 24 / -33 кН M
p
=980 кН ·м 1/27, 28 / -596 кН M

p
=1064 кН ·м

3/27, 28 / -128 кН M
p
=993 кН ·м 1/21, 22 / -279 кН M

p
=1012 кН ·м

3/21, 22, 15, 16 / 

-138 кН
M

p
=995 кН ·м 1/15, 16 / -1073 кН M

p
=1125 кН ·м

3/40, 17 / -647 кН M
p
=1070 кН ·м 1/40, 17 / -181 кН M

p
=998 кН ·м

3/18, 29 / -294 кН M
p
=1014 кН ·м 1/18, 29 / -153 кН M

p
=996 кН ·м

Таблица 3

Идеализированные кривые момент-кривизна 
для сечений ригелей

Тип сечения по та-
блице 1/ номер эле-
мента /продольное 

усилие, кН

Кривая для положительного 
момента

Кривая для отрица-
тельного момента

2/19 , 20 / -366 kN Mp=1133 кН ·м Mp=1011 кН ·м

2/19 , 20 / 167 kN Mp=1055 кН ·м Mp=900 кН ·м

2/8 , 12 / -178 kN Mp=1112 кН ·м Mp=977 кН ·м
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Тип сечения по та-
блице 1/ номер эле-
мента /продольное 

усилие, кН

Кривая для положительного 
момента

Кривая для отрица-
тельного момента

2/2, 6, 8, 9, 10, 12/ 0 kN

M
p
=1080 кН ·м M

p
=937 кН ·м

1/1, 3, 4, 5/ 0 kN

M
p
=1314 кН ·м M

p
=966 кН ·м

2/13, 14 / -180 kN M
p
=1112 кН ·м M

p
=977 кН ·м

2/13, 14 / -205 kN M
p
=1049 кН ·м M

p
=890 кН ·м

2/7, 11 / -52 kN M
p
=1090 кН ·м M

p
=953 кН ·м

2/7, 11 / -103 kN M
p
=1068 кН ·м M

p
=917 кН ·м

Поперечное армирование элементов рамы с сечением типа 1 и 3 

выполнено из стержней Ø8 S500, с шагом 200 мм. Несущая способность 

на сдвиг посчитана согласно [12]. Разделение поперечной силы V
Ed

 на 

составляющие Va, Ed и Vc, Ed, действующие на стальное сечение и желе-

зобетон замоноличивания стенки соответственно, приняты в такой же 

пропорции, что и распределение несущей способности по изгибающему 

моменту Мpl, Rd между стальным сечением и железобетоном замоно-

личивания. Несущая способность сечения типа 2 на сдвиг посчитана 

как несущая способность стального сечения на сдвиг.

Огибающая упругих моментов в элементах рамы приведена на 

рисунке 9.
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Рисунок 9. Огибающая моментов, кН ·м

Для решения оптимизационной задачи для начала требуется найти 

вектор остаточных усилий S
pl

r  в сечениях упруго-пластических эле-

ментов. Данная рама 24 раза статически неопределима. Учитывая, что 

хрупкие связи не допускают пластического перераспределения, остается 

всего 8 связей, с помощью моментов в которых система может при-
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способиться к внешнему воздействию. Эпюры единичных остаточных 

моментов основной системы приведены на рисунке 11.

Рисунок 10. Огибающая продольных сил, кН
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Рисунок 11. Эпюры i-х единичных моментов, i = 1,..., 8

Нелинейная оптимизационная задача была решена с помощью 

пакета Mathematica в виде нескольких последовательных задач линей-

ного программирования, и для первой итерации получен коэффици-

ент запаса по нагрузке µ = 1,175 для вектора остаточных усилий X = 
(-226.48, -136.55, 134.97, 0, -324.08, -228.17, 48.41, 331.82). Влияние про-

дольной силы на несущую способность по моменту учтено во второй 
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итерации, в результате которой был получен коэффициент запаса по 

нагрузке µ  = 1,173 для вектора остаточных усилий X = (-226.48, -136.55, 

134.97, 0, -324.08, -228.17, 48.41, 331.82). Огибающая упругих моментов 

с учетом коэффициента запаса по нагрузке приведены на рисунке 12. 

Огибающая упругих моментов с учетом перераспределения усилий 

приведена на рисунке 13.

Рисунок 12. Огибающая упругих моментов 
(увеличенная на коэффициент запаса), кН ·м
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Рисунок 13. Огибающая моментов после пластического 
перераспределения сил , кН ·м
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье представлена математическая модель задачи опти-

мизации предельного анализа для оценки неупругой работы плоских 

сталежелезобетонных рам в условиях малоциклового нагружения. Для 

таких конструкций учтена возможность как пластического, так и хруп-

кого разрушения элементов. Предложенный метод позволяет оценить 

дополнительные резервы несущей способности сталежелезобетонных 

рам благодаря возможности ограниченного пластического перерас-

пределения усилий в конструкции, принимая во внимание хрупкие и 

пластические элементы. Выявление дополнительных резервов несущей 

способности особенно важно при анализе конструкций в особых рас-

четных ситуациях.
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