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SUPPORT REGIONS OF PRESTRESSED CONCRETE 
BEAMS WITH FLAT BENT-UP OF LONGITUDINAL 
REINFORCEMENT 

АННОТАЦИЯ 

В статье представлена разработанная модель расчета прочности на-

клонных сечений предварительно напряженных балочных элементов с пологим 

отгибом части продольной арматуры, основанная на положениях и допущениях 

модифицированной теории полей сжатия и общего деформационного метода. 

Главной особенностью усовершенствованной модели сопротивления наклонных 

сечений является учет направления и величины главных напряжений от дей-

ствия усилия обжатия бетона отогнутой напрягаемой арматурой, действи-

тельного угла поворота главных площадок от действия внешних сил и угла 

наклона сжатого подкоса при совместном действии всех внутренних усилий 

для предварительно напряженных балочных элементов в условиях плоского 

напряженного деформированного состояния. Данный факт заключается в 

том, что в исходном состоянии, до приложения внешней нагрузки, векторы 

главных деформаций сжатия в балках с преднапряженной арматурой накло-

нены к точке приложения усилий обжатия бетона отогнутой арматурой, и 

при воздействии внешних усилий происходит поворот главных деформаций в 

Source: Malinovskiy V., Krivitskiy P. Feature of Calculation and Design near Support Regions of 
Prestressed Concrete Beams with Flat Bent-Up of Longitudinal Reinforcement. 
Contemporary Issues of Concrete and Reinforced Concrete: Collected Research Papers. 
Minsk. Institute BelNIIS. Vol. 7. 2015. pp. 78-89.
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противоположном направлении. В результате на стадии перед разрушением 
угол наклона главных деформаций к продольной оси принимает меньшее зна-
чение, чем при прямолинейном расположении напрягаемой арматуры. 

Приведены конструктивные мероприятия, при выполнении которых повы-
шается сопротивляемость наклонных сечений действию изгибающих моментов 
и поперечных сил предварительно напряженных железобетонных балочных 
элементов с отгибом части продольной арматуры. Показаны результаты 
статистического анализа предлагаемой модели в сравнении с расчетной 
моделью наклонных сечений (метод предельных усилий) и эмпирической на 

основе модифицированной модели ферменной аналогии.

ABSTRACT

The developed model of calculation of shear resistance of prestressed concrete 
beam-type elements with flat bent-up longitudinal reinforcement, based on the rules 
and assumptions of the modified compression field theory and general shear design 
method, is presented in the article. The main feature of the advanced model of shear 
resistance is the account of a direction and magnitude of principal stresses from 
the effect of prestress force by the bent-up reinforcement, the valid angle of rotation 
of the principal cross-sections from the effect of external forces and an inclined 
compression strut at a joint action of all internal forces for prestressed concrete beam-
type elements in biaxial stress. It consists in the fact that at the initial state, before 

the application of external loading the principal compressive strains in prestressed 
concrete beams are inclined to the point of the application of prestress force by the 
bent-up reinforcement, and under the effect of external force there is rotation of 
the principal strains in the opposite direction. As a result at the stage before failure 
the angle of inclination of the principal compressive strains to a longitudinal axis 
is flatter than at a straight arrangement of prestressed reinforcement.

Constructive provisions that provide shear resistance of prestressed concrete 
beam-type elements with flat bend of a part of longitudinal strands to effect of bending 
moments and shear forces are introduced. The results of the statistical analysis of 
the offered model in comparison with the design model of inclined cross-sections (a 

method of limiting force) and the empirical one based on the truss model.

Ключевые слова: модель, железобетонные конструкции, напряже-

ния, срез, арматура, деформации, расчетные сечения

Keywords: model, reinforced concrete constructions, stresses, shear, 

reinforcement, strains, critical sections
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ВВЕДЕНИЕ 

Эффективность железобетонных конструкций достигается не только 

улучшением физико-механических свойств материалов, но и внедрением 

новых конструктивных и технологических решений, направленных на 

повышение пригодности конструкций к нормальной эксплуатации и 

сопротивления их внешнему воздействию.

Традиционно для повышения трещиностойкости железобетонных 

балочных конструкций используется предварительно напряженное 

прямолинейное продольное армирование, существенно сказывающее-

ся на трещиностойкости нормальных сечений. Перевод (отгиб) части 

продольной предварительно напряженной арматуры из нижней зоны 

сечения в пролете в верхнюю на опорах способствует значительному 

повышению трещиностойкости наклонных сечений и снижению 

материалоемкости конструкции за счет поперечного ортогонального 

армирования. В этой связи важным является вопрос влияния полого 

отогнутого преднапряженного армирования на сопротивление балоч-

ных конструкций срезу.

В отечественных нормах по проектированию железобетонных 

конструкций [9] и в подавляющем большинстве международных норм 

[1-3] отгибы отнесены к одному из видов поперечного армирования и 

в расчетных методах учитываются лишь как составляющие проекци-

онных сил, сопротивляющихся срезу. При этом несущая способность 

наклонных сечений определяется на основании общеизвестных мето-

дов, которые можно разделить на три направления: модель стержневой 

(ферменной) аналогии, расчетная модель наклонных сечений (метод 

предельных усилий), деформационная модель.

Применимость модели ферменной аналогии ограничивается углом 

наклона отогнутой арматуры α=23°÷45°, что не соответствует реальным 

балочным конструкциям, в которых при применяемых соотношениях 

высоты к длине 1/8÷1/20 угол отгиба может составлять 12°÷20°, а при 

отсутствии поперечного армирования стержневая модель оценки не-

сущей способности наклонных сечений неприменима в целом. В методе 

предельных усилий в расчетных наклонных сечениях прочность по 

поперечной силе обеспечивается сопротивлением бетона как сплош-

ного тела до появления трещин при отсутствии поперечной арматуры, 

и разрушение по наклонным сечениям происходит одновременно с 

образованием наклонной трещины. Однако наличие полого отгиба по 

всему пролету среза, как показывают результаты экспериментальных 

исследований [10, 12], отдаляет момент разрушения балки после об-

разования магистральных наклонных трещин. Кроме этого, в методе 

предельных усилий, основанном на использовании эмпирической 
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оценки усилий, воспринимаемых бетоном, и в модели ферменной 

аналогии уравнения равновесий внутренних и внешних усилий рас-

сматриваются раздельно, и не учитывается их совместное воздействие.

В этой связи в основу расчета сопротивления наклонных сечений 

предварительно напряженных железобетонных балочных элементов с 

пологим отгибом части продольной арматуры авторами предлагаются 

модифицированная теория полей сжатия (MCFT) [7] и общий деформацион-

ный метод [9], более полно учитывающие напряженно-деформированное 

состояние в диагональной трещине и являющиеся заключительным 

направлением исследований в так называемой деформационной модели 

расчета прочности сечений при совместном действии всех внутренних 

и внешних усилий.

ОСОБЕННОСТИ РАСЧЕТА ПРОЧНОСТИ НАКЛОННЫХ СЕЧЕНИЙ

В общем случае сопротивление наклонных сечений предварительно 

напряженных балочных элементов с отгибом арматуры может быть 

записано как

1 cot sw ywd
Rd cd sw p w p Sd

A f z
V V V V b z V V

s
σ θ

⋅ ⋅
= + + = ⋅ ⋅ ⋅ + + ≥ ,  (1)

где σ1 – среднее значение главных растягивающих напряжений в бето-

не, определяемое по трансформированной диаграме деформирования 

в зависимости от величины главных растягивающих относительных 

деформаций; 

z – плечо внутренней пары сил, определяемое как расстояние между 

равнодействую щими в сжатой зоне бетона и растянутой прямолиней-

ной продольной арматуре; в случае наличия продольной арматуры в 

сжатом бетоне z=dz;

θ – угол наклона диагональной полосы в расчетном сечении (угол 

наклона диагональной трещины);

Vp – вертикальная составляющая поперечной силы, воспринимаемая 

отогнутой под углом α арматурой;

VSd – поперечная сила, вызванная действием внешней нагрузки.

Вертикальная составляющая отгиба продольной преднапряженной 

арматуры определяется по зависимости

, , sinp pd inc p incV Aσ α= ⋅ ⋅ ,  (2)

где σpd,inc
 = lx / lbpd  · fpd,inc – для расчетных сечений в пределах длины зоны 

анкеровки lbpd (lx  – расстояние от опоры до рассматриваемого сечения); 

σpd,inc
 =  fpd,inc  для сечений за пределами зоны анкеровки lbpd.



82

После образования наклонных трещин на участке между трещинами 

растягивающие напряжения от арматуры передаются бетону посред-

ством сцепления, и наблюдается эффект ужесточения работы бетона 

за счет наличия арматуры. В этой связи растягивающие напряжения 

в бетоне определяются по зависимости   

ctm

+ ⋅  (3)

Предлагается принимать для элементов высотой h=30÷100 см или 

для элементов с шагом поперечного армирования s=100÷150 мм Kt
 = 200 

и для элементов высотой h≥100 см или для элементов с минимальным 

коэффициентом поперечного армирования – Kt
 = 500 .

В рамках данной модели рассматривается равновесие двух сечений, 

проходящих по полосе между трещинами и вдоль наклонной трещи-

ны. При этом в сечении, проходящем через диагональную трещину, 

равновесие усилий будет определяться касательными напряжениями 

vci, вызываемыми зацеплением по берегам трещины, величину которых 

предлагается определять по результатам экспериментальных исследо-

ваний J. C. Walraven [8]. Учитывая то, что в реальных конструкциях при 

действии значительных нагрузок средние напряжения в поперечной 

арматуре достигают предела текучести, уравнения равновесия в сече-

ниях эквивалентны при выполнении условия  

1
24

tan 0,18 /(0,3 ) tan
16ci cm
wf

a
σ ν θ θ≤ ⋅ = + ⋅

+ , (4)

где w = ε1⋅Smθ – ширина раскрытия трещин.

Средний шаг диагональных трещин Smθ для элементов без поперечно-

го армирования предлагается определять по зависимости K.H. Reineck [6]

Smθ = 0,7 (d – x), (5)

где x – высота сжатой зоны.

Для элементов с поперечным армированием средний шаг трещин 

Smθ  вычисляется по выражению

Smθ = 1,5 Smin, (6)

где Smin – минимальный расчетный шаг наклонных трещин, опреде-

ляемый особенностями сцепления и видом армирования [4].

Главные сжимающие напряжения в бетоне определяются как функ-

ция от главных сжимающих деформаций с учетом наличия растяги-

вающих деформаций, оцениваемых коэффициентом разупрочнения  β. 

Для описания работы бетона с трещинами в направлении сжимаю-
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щих напряжений используется базовая диаграмма деформирования 

E. Hognestad для одноосного сжатия. 

Уравнения равновесия усилий, как и уравнения совместности 

деформаций, могут быть получены с помощью геометрических пре-

образований, исходя из теории прочности Мора. Уменьшение сопро-

тивления бетонной полосы при сжатии после образования трещин 

объясняется влиянием главных растягивающих деформаций, величина 

которых, используя первый инвариант, обеспечивающий взаимосвязь 

между деформациями, определяется выражением

2
1 2 2( )cotx y x xε ε ε ε ε ε ε θ= + − = + − . (7)

Влияние преднапряженной отгибаемой арматуры на сопротивление 

бетона действию поперечных сил оценивается видоизмененными зави-

симостями главных сжимающих ε2 и средних на уровне центра тяжести 

сечения продольных εx деформаций, учитывающих отклонение векторов 

главных деформаций от усилия предварительного обжатия (угол β) и 

поворот главных площадок от действия внешних усилий (угол θ + β))  

 

2 10,002 (1 (1 (cot( ) tan( )) (0,8 170 )
cmf
τε θ β θ β ε= − ⋅ − − + + + ⋅ +  

(8)

 
(9)

где εc – относительные деформации бетона на уровне центра тяжести 

сжатой арматуры (равнодействующей усилий сжатой зоны);

εt – относительные деформации бетона на уровне центра тяжести 

растянутой арматуры.

Относительные деформации бетона сжатой зоны и продольной 

растянутой арматуры определяются по выражению

, , ,
,

,

/ 0,5( sin ) cot cos

( ) [ ]
z Sd mt inc mt inc mt l

t c
p pl p inc cm c

M d V P P P
E A A E A

α θ α
ε

± − ⋅ ⋅ ± ⋅ ±
=

⋅ + + ⋅
,      (10)

где Pmt,1 – среднее значение усилий предварительного обжатия бетона 

прямолинейной арматурой с учетом всех потерь;

Pmt,inc  – то же – отогнутой арматурой. 

Для определения угла наклона диагональной трещины θ  исполь-

зуются таблицы 1 или 2. Величина угла θ  получается как разность угла 

поворота главных площадок, определяемых при помощи таблиц 1,2 и 

угла наклона сжимающих деформаций от усилия предварительного 

обжатия отогнутой арматуры. 
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При определении сопротивления балочных элементов с отогнутой 

арматурой действию изгибающего момента и поперечной силы  рас-

сматривается как минимум три расчетных сечения (рис. 1): первое – на 

расстоянии рабочей высоты сечения d от опоры, последующие – через 

2,5d. Последнее расчетное сечение должно находиться на расстоянии 

не ближе рабочей высоты d до места перегиба арматуры. В сечении 3-3 

проверяется прочность по нормальным и наклонным сечениям, в се-

чении 2-2 – по наклонным. В сечении 1-1 для элементов с поперечным 

армированием проверяется условие прочности по сжатой бетонной 

полосе, а для элементов без поперечного армирования предлагает-

ся рассматривать сопротивление бетона растяжению при срезе как 

сплошного тела с формированием наклонной трещины под углом 45°. 

Рисунок 1. Схема расположения расчетных сечений
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ОСНОВНЫЕ ТРЕБОВАНИЯ ПО КОНСТРУИРОВАНИЮ 

Пологий отгиб (угол наклона отогнутой арматуры α=8÷20° к про-

дольной оси элемента) может применяться в сборных и монолитных 

конструкциях балочного и плитного типа. Чаще всего данное кон-

структивное решение осуществляется переводом части продольной 

арматуры из нижней зоны, где она не требуется по условию прочности 

нормальных сечений, в верхнюю зону для обеспечения трещиностой-

кости и прочности сечений, наклонных к продольной оси элемента.

Отличительные особенности в конструировании преднапряженных 

балочных элементов с полого отогнутой арматурой сформулированы 

на основании анализа результатов выполненных экспериментальных 

исследований предварительно напряженных железобетонных балок с 

пологим отгибом продольной канатной арматуры при разной прочности 

бетона и различных величинах усилия обжатия и угла наклона отогну-

той арматуры. По результатам испытаний и выявленных особенностей 

в анкеровке арматуры были сформулированы следующие требования:  

1. Количество отгибаемой арматуры из условия прочности и де-

формативности рекомендуется принимать в пределах 30÷50% от 

общего количества арматуры, определяемой из условия прочности 

нормальных сечений, а места отгибов – на расстоянии от опоры 

1/3÷1/4 пролета.

2. Сопротивление наклонных сечений преднапряженных элементов 

с отгибом части продольной арматуры существенно повышается 

постановкой дополнительного косвенного армирования. 

 3. При использовании канатной арматуры диаметром 12 мм и более 

в обязательном порядке требуется установка анкерных устройств. 

В случае применения канатов меньшего диаметра постановка ан-

керов носет рекомендательный характер.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Верификация предлагаемой модели сопротивления срезу осущест-

влялась по результатам статистического анализа путем сравнения расчет-

ных и экспериментальных значений перерезывающих сил, полученных 

ранее [5, 10,12] и авторами [11]. Дополнительно для подтверждения обе-

спеченности надежности и точности разработанной модели проводилось 

сравнение с двумя другими моделями: методом предельных усилий в 

расчетном наклонном сечении [9], эмпирической моделью на основе 

модифицированной модели ферменной аналогии [2]. По результатам 

численного исследования коэффициент вариации сопротивления Vr для 
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предлагаемой модели составил 19,3%, а для метода предельных усилий 

и эмпирической модели – 30,6 % и 28,6% соответственно.

Анализ результатов исследований свидетельствует о разработке 

аналитического инструмента, который совместно с предлагаемыми 

рекомендациями позволяет учитывать действительное напряженно-

деформированное состояние предварительно напряженных железобе-

тонных балочных элементов с пологим отгибом продольной арматуры 

при совместном действии всех внутренних и внешних сил. Предлагае-

мые конструктивные рекомендации позволят значительно увеличить 

прочность наклонных сечений элементов с полого отогнутой арматурой 

действию изгибающего момента и поперечной силы. 
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