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АННОТАЦИЯ

В материале статьи рассмотрены основные положения 
предлагаемой расчетной модели, позволяющей прогнозировать 
жесткостные характеристики цементных композитных си-
стем в области низких водоцементных отношений, содержащих 
предварительно насыщенный пористый заполнитель в  рамках 
концепции «внутреннего увлажнения». В  основе предлагаемой 
модели лежит разделение структуры цементной композитной 
системы на элементарные гетерогенные уровни, на каждом из 
которых определяют ее эффективные жесткостные характе-
ристики, используя методы гомогенизации теории эффектив-
ной среды и  дифференциальной теории эффективной среды. 
Разделение цементной композитной системы на элементарные 
гетерогенные уровни представлено на ее многоуровневой схеме. 
Содержащийся в  цементной композитной системе предвари-
тельно насыщенный пористый заполнитель выделен в  отдель-
ный гетерогенный уровень, что позволяет определять значения 
ее эффективных жесткостных характеристик при различных 
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составах композита, например, цементной композитной си-
стемы, состоящей из цементной матрицы и  только пористо-
го заполнителя. На жесткостные характеристики цементных 
композитных систем значительное влияние оказывают грану-
лометрический состав заполнителя и  характеристики тран-
зитной зоны, однако существующие методы гомогенизации, 
как правило, не в  полной мере учитывают эти характеристи-
ки в своих решениях. Для определения эффективных жесткост-
ных характеристик цементных композитных систем предло-
жен последовательный способ их определения, основанный на 
методе новой дифференциальной теории эффективной среды. 
Предложенный способ позволяет учитывать как гранулометри-
ческий состав заполнителя, так и  характеристики транзит-
ной зоны при определении эффективных жесткостных характе-
ристик. Представлены результаты верификации предлагаемой 
расчетной модели.

ABSTRACT

In this paper presents proposed model for predicting the modulus of 
elasticity of cement composite systems with low water/cement ratio within 
internal curing using presoaked lightweight aggregates are considered. 
The proposed model based is the separation of the microstructure 
composite into elementary heterogeneous levels, on each of which is 
determined aging elasticity, using methods of homogenization of the 
effective medium theory and the differential effective medium theory. The 
separation cement-based composite into elementary heterogeneous levels 
are representation in the multiscale scheme The presoaked lightweight 
aggregates contained in the cement-based composite is separated into 
a particular heterogeneous level, which makes possible to determine 
effective elastic modulus for different composite, for example, composite 
including cement paste and lightweight aggregate only. The elastic 
modulus of cement-based composite is significantly influenced by the 
varying size of the aggregate and the characteristics of the interfacial 
transition zone, however, the existing methods of homogenization, as a 
rule, do not fully take into account these parameters. For determine the 
effective elastic modulus of cement based composite, a step by step method 
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are proposed based on the new differential effective medium theory. 
The proposed method predicts with high accuracy of the effective elastic 
modulus with take into account both the varying size of the aggregate 
and the characteristics of the interfacial transition zone. Also presented 
the results of verification of the proposed model.

Ключевые слова: цементная матрица, бетонный композит, 
многоуровневая схема, гидратация цемента, порог перколяции.

Keywords: cement paste, concrete, multiscale scheme, cement 
hydration, percolation threshold.

ВВЕДЕНИЕ

В соответствии с терминологией ACI Committee 308 под «вну-
тренним увлажнением» (англ. – ​internal curing) подразумевается 
процесс, при котором гидратация цемента происходит с участием 
дополнительной воды, доступной для реакций гидратации, но не 
являющейся частью воды затворения [1].

Количество дополнительной воды должно быть достаточным 
для заполнения объема обезвоженных пор цементного камня, 
образующихся в процессе гидратации, для предотвращения про-
явления процесса «самовысыхания» его структуры (англ. – ​self-
desiccation).

В рамках концепции «внутреннего увлажнения» требуемое 
количество дополнительной воды резервируется в  специальном 
компоненте, который служит в качестве так называемого «увлаж-
няющего агента».

При изготовлении бетонной смеси «увлажняющий агент» рас-
пределяется в ее структуре, создавая таким образом внутренний 
источник воды, которая затем в процессе твердения бетона актив-
но мигрирует в его поровую среду, заполняя водой образующиеся 
обезвоженные поры.

Наиболее часто в качестве «увлажняющего агента» использу-
ются мелкие фракции природных или искусственных легких по-
ристых заполнителей, которые адсорбируют требуемое количе-
ство дополнительной воды в своей поровой структуре.
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При расчете концентрации пористого заполнителя, который 
будет содержать необходимое количество дополнительной воды, 
в первую очередь следует ориентироваться на его характеристи-
ки водопоглощения, но при этом также необходимо принимать во 
внимание также жесткостные характеристики, поскольку жест-
костные характеристики пористого заполнителя гораздо ниже, 
чем у плотного заполнителя.

При низком водоцементном отношении, а также при незначи-
тельном водопоглощении используемого пористого заполнителя 
его расчетная концентрация, необходимая для насыщения пор 
цементного камня дополнительной водой, может быть нерацио-
нально высокой с точки зрения получаемых жесткостных харак-
теристик композита.

Таким образом, разработка расчетной модели для прогнози-
рования жесткостных характеристик цементных композитных 
систем, содержащих предварительно насыщенный пористый за-
полнитель, является актуальной задачей в  рамках концепции 
«внутреннего увлажнения», позволяющая получить композит не 
только с внутренним увлажнением его структуры, но и с заданны-
ми жесткостными характеристиками.

МНОГОУРОВНЕВАЯ СХЕМА 
ЦЕМЕНТНОЙ КОМПОЗИТНОЙ СИСТЕМЫ

Цементные композитные системы относят к  гетерогенным 
материалам со сложной микроструктурой, для которых оценка 
жесткостных характеристик эффективно решается с  помощью 
различных методов гомогенизации характеристик, основанных 
на положениях механики сплошных сред. С этой целью рассма-
триваемую композитную систему обычно разделяют на элемен-
тарные гетерогенные уровни, на которых ее структура условно 
рассматривается как однородная, что позволяет при рассмо-
трении напряженно-деформированного состояния на элемен-
тарном гетерогенном уровне применять положения механики 
сплошных сред.

Многоуровневая схема, включающая описание или схемати-
ческое представление каждого гетерогенного уровня с указанием 
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размеров фаз, их идентификацию, морфологию и расположение 
получила название – ​представление композитной системы.

Принятое представление цементной композитной системы 
включает следующие гетерогенные уровни (рис. 1):

–– уровень 1 – ​твердая фаза цементной матрицы, образован-
ная продуктами реакций гидратации цемента: гидросили-
катом кальция, гидроксидом кальция, эттрингитом, мо-
носульфоалюминатом кальция, гидрогранатом катоитом, 
зернами непрореагировавшего цемента, гипса, а также при 
наличии – ​минеральных добавок;

–– уровень 2 – ​цементная матрица, включает твердую фазу 
и капиллярную пористость;

–– уровень 3 – ​цементная композитная матрица, включает це-
ментную матрицу, транзитную зону и  гранулы пористого 
заполнителя;

–– уровень 4 – ​уровень бетонного композита, включает компо-
зитную цементную матрицу, транзитную зону и зерна плот-
ного заполнителя.

1 – ​плотный заполнитель,  
2 – ​транзитная зона, 3 – ​композитная 

цементная матрица, 4 – ​пористый 
заполнитель, 5 – ​цементная матрица, 
6 – ​твердая фаза цементной матрицы, 

7 – ​капиллярная пористость,  
8–11 – ​продукты гидратации 

(гидросиликат кальция, 
гидроксид кальция, эттрингит, 

моносульфоалюминат кальция, 
гидрогранат катоит), 12 – ​зерна 
непрореагировавшего цемента

Рисунок 1. Представление цементной композитной системы
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ ЖЕСТКОСТНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК НА УРОВНЕ ТВЕРДОЙ ФАЗЫ 
ЦЕМЕНТНОЙ МАТРИЦЫ

Основным продуктом гидратации цемента является гидро-
силикат кальция, имеющий слоистое строение, который принято 
называть цементным гелем. Структура цементного геля неодно-
родна и по данным [2] включает две разные морфологии, которые 
принято называть цементным гелем высокой и  низкой плотно-
сти, имеющим различные физико-механические характеристики.

Поскольку цементный гель состоит из частиц низкой и высо-
кой плотности, целесообразно предварительно определить эф-
фективные жесткостные характеристики для всей фазы в целом. 
Аналогичную процедуру можно провести также в  отношении 
фазы непрореагировавшего цемента, которая состоит из клин-
керных минералов.

Таким образом, эффективные жесткостные характеристики 
на данном уровне можно определить поэтапно в следующей по-
следовательности:

–– определяют эффективные жесткостные характеристики це-
ментного геля;

–– определяют эффективные жесткостные характеристики не-
прореагировавшего цемента;

–– определяют эффективные жесткостные характеристики 
твердой фазы цементной матрицы.

Для двухфазных композитных систем с морфологией структу-
ры «матрица – ​включение» эффективные жесткостные характери-
стики могут быть определены методом Mori-Tanaka (MT) [3, 4]:

( )
( ) ( )hom ;
1

inc inc m m
m

inc inc m m

f K K K
K K

f K K K
⋅ − ⋅

= +
− ⋅ − ⋅α +

                    (1)
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1
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m
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f G G G
G G

f G G G
⋅ − ⋅

= +
− ⋅ − ⋅β +

                      (2)

где Khom – эффективный модуль объемных деформаций композит-
ной системы;
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Ghom – эффективный модуль сдвига композитной системы;
Km и Kinc – соответственно модуль объемных деформаций фазы 

матрицы и включения в композитной системе;
Gm и Ginc – соответственно модуль сдвига фазы матрицы и вклю-

чения в композитной системе;
finc – объемная доля фазы включения в композитной системе, [–];
α и β – коэффициенты, учитывающие геометрическую форму 

фазы включения в композитной системе.
Для композитных систем, имеющих многофазную неупорядо-

ченную структуру, фазы в которой распределены случайным об-
разом, эффективные жесткостные характеристики рекомендует-
ся определять методом Self-Consistent Scheme (SCS) [3, 4]:
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где fr объемная доля каждой r-ой фазы включения в композитной 
системе;

Kr и Gr – соответственно модуль объемных деформаций и мо-
дуль сдвига каждой r-ой фазы включения в композитной системе;

K0 и G0 – соответственно модуль объемных деформаций и мо-
дуль сдвига базовой среды композитной системы.

Для включения, имеющего сферическую форму, коэффициен-
ты α и β определяются по зависимостям указанным в [3, 4].

Для определения эффективных жесткостных характеристик 
цементного геля применяют метод MT на основе зависимостей 
(1) и (2), где в качестве матрицы выступают частицы цементного 
геля высокой плотности, а в качестве фазы включения – ​частицы 
цементного геля низкой плотности.

Для определения эффективных жесткостных характеристик 
фазы непрореагировавшего цемента применяют метод SCS, 
на основе зависимостей (3) и  (4), где в качестве базовой среды 
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выступает фаза непрореагировавшего цемента, а в качестве фаз 
включения – ​его клинкерные минералы.

Для определения эффективных жесткостных характеристик 
твердой фазы цементной матрицы применяют метод SCS, на осно-
ве зависимостей (3) и (4), где в качестве базовой среды выступает 
твердая фаза цементной матрицы, а в качестве фаз включения – ​
продукты, образованные в ходе реакций гидратации, непрореаги-
ровавший цемент, гипс и минеральные добавки.

Объемную долю продуктов гидратации, клинкерных мине-
ралов, гипса и  минеральных добавок определяют на основании 
стехиометрических расчетов по уравнениям химических реакций 
в принятой модели гидратации цемента. Объемная доля цемент-
ного геля низкой плотности в  общем объеме цементного геля 
определяют по методике [2].

Модуль сдвига и  модуль объемных деформаций для каждой 
фазы включения определяют по следующим зависимостям:

( ) ( )3 1 2 2 1
; ,E E

K G= =
⋅ − ⋅ ν ⋅ + ν

                                 (5)

где K – модуль объемных деформаций;
G –модуль сдвига;
E – модуль упругости;
ν – коэффициент Пуассона.
Значения модуля упругости и  коэффициента Пуассона для 

каждой отдельной фазы принимают:
–– для портландцементных клинкерных минералов – ​по дан-

ным [4–6];
–– для гипса – ​по данным [7];
–– для однокальциевого алюмината – ​по данным [8];
–– для продуктов гидратации – ​по данным [9–11];
–– для минеральных добавок (зола уноса, микрокремнезем, 

метакаолин) – ​по данным [12–14].
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МОДЕЛЬ ГИДРАТАЦИИ ЦЕМЕНТА

Принятая модель гидратации цементных систем основана на 
положениях моделей гидратации цементных систем, предложен-
ных в работах [2, 7, 15, 16].

Процесс гидратации цементных систем в  принятой модели 
описывается следующими химическими реакциями, приведен-
ными в табл. 1.

Таблица 1

Модель гидратации цементных систем

Состав цементной 
системы

Стадия Химическая реакция Источник

Портландцемент – ​
вода

– 1 2 ∙ C3S + 10,6 ∙ H → C3,4S2H8 + 2,6 ∙ CH [2]

– 2 2 ∙ C2S + 8,6 ∙ H → C3,4S2H8 + 0,6 ∙ CH [2]

1 3 + ⋅ + ⋅ →3 2 6 3 323 26С A CSH H C AS H [2]

2 4 ⋅ + + ⋅ → ⋅3 6 3 32 4 122 4 3С A C AS H H C ASH [2]

3 5 C3 A + CH + 12 ∙ H → C4 AH13 [2]

– 6 C4 AF + 10 ∙ H → C3AH6 + CH + 2 ∙ FH3 [7]

+Глиноземистый 
цемент

– 7 3 ∙ CA + 9 ∙ H → C3AH6 + 2 ∙ AH3 [15]

+Пуццолановые 
минеральные 

добавки

– 8 2 ∙ S + 3 ∙ CH → C3S2H3 [16]

– 9 2 ∙ A + 3 ∙ CH + 9 ∙ H → C3 AH6 + AH3 [16]

Для прогнозирования степени гидратации портландцемент-
ных клинкерных минералов используется модель, предложенная 
в работе [17] и получившая развитие в работе [18]. Для прогно-
зирования степени гидратации однокальциевого алюмината ис-
пользуется модель, предложенная в работе [19].

Используя модель гидратации цемента, можно определить фа-
зовый состав структуры цементной системы в произвольный мо-
мент времени, который обычно представляется в виде диаграммы 
фазовых переходов (рис. 2).
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Рисунок 2. Диаграмма фазовых переходов в системе «портландцемент – ​вода» 
при В/Ц=0,4 и температуре твердения 20 ºC (время твердения 0..100 сут., 

определено по исходным данным [20])

ПОРОГ ПЕРКОЛЯЦИИ ТВЕРДОЙ ФАЗЫ ЦЕМЕНТНОЙ МАТРИЦЫ

Порог перколяции отражает состояние, когда между части-
цами твердой фазы начинают появляться первые контакты, что 
обуславливает формирование начальной жесткости структуры 
цементной матрицы. В общем случае порог перколяции зависит 
от водоцементного отношения.

Однако при определении эффективных жесткостных характе-
ристик твердой фазы цементной матрицы методом SCS порог пер-
коляции не учитывается, что приводит к  некорректным резуль-
татам расчета эффективных жесткостных характеристик, когда 
ниже порога перколяции, твердая фаза цементной матрицы будет 
обладать значительными жесткостными характеристиками.

Для корректировки эффективных жесткостных характеристик 
можно применить следующую математическую модель, предло-
женную в работе [21]:
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где Ks, Gs – соответственно эффективный модуль объемных дефор-
маций и сдвига твердой фазы цементной матрицы;

K's, G's  – соответственно эффективный модуль объемных де-
формаций и  сдвига твердой фазы цементной матрицы, опреде-
ленный методом SCS;

α – степень гидратации цементной системы в произвольный 
момент времени;

αmax, αper – соответственно максимальная степень гидратации 
и порог перколяции.

Рисунок 3. Изменение эффективного модуля упругости твердой фазы цементной 
матрицы в процессе твердения при В/Ц=0,35 (время твердения 0..28 сут., 

определено по исходным данным [22])

Для определения порога перколяции твердой фазы цемент-
ной матрицы необходимо рассмотреть геометрическую модель ее 
структуры.

Геометрическая модель структуры цементной матрицы осно-
вана на упорядоченном расположении зерен цемента в единице 
ее объема, при которой зерна располагаются друг от друга на оди-
наковом расстоянии, равном длине ребра элементарной кубиче-
ской ячейки цементной матрицы.

Элементарная кубическая ячейка цементной матрицы – ​ку-
бическая ячейка, в центре которой располагается зерно цемента, 
имеющее сферическую форму. В начальный момент времени зер-
но цемента полностью окружено водой затворения. В  процессе 



261

гидратации вокруг зерна цемента образуется сферическая обо-
лочка из продуктов гидратации (рис. 4).

1 – ​вода затворения, 2 – ​зерно цемента,  
3 – ​твердая фаза цементной матрицы,  
4 – ​начальная граница зерна цемента

Рисунок 4. Элементарная кубическая ячейка цементной матрицы

В процессе гидратации относительный объем твердой фазы 
цементной матрицы, исходя из принятой геометрической модели 
ее структуры, составит:

3

3

4
3
⋅ π ⋅

=
⋅

s
s

rev

rV
l

                                                (7)

где rs – радиус сферы твердой фазы;
lrev - длина ребра кубический ячейки.
Условием перколяции твердых фаз в цементной матрице, ис-

ходя из принятой геометрической модели ее структуры, является 
следующее равенство:

1( ) ,
2

α = ⋅s per revr l                                              (8)

Подставляя (17) в  (16) получим, что относительный объем 
твердой фазы цементной матрицы в момент перколяции составит:
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Значение порога перколяции можно определить путем реше-
ния следующего уравнения относительно значения αper:

, ,,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
6
π

α = α + α + α + α =∑ ∑ ∑s per hp k per per gyp per add m per
k n m

cl nV V V VV   (10)

где Vgyp – относительный объем гипса в цементной матрице;
Vadd,m – относительный объем m-ой минеральной добавки в це-

ментной матрице.

Рисунок 5. Изменение эффективного модуля упругости цементной матрицы 
в процессе твердения на основе предлагаемой модели (время твердения 0..28 сут., 

определено по исходным данным [22])

МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ ЖЕСТКОСТНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК НА УРОВНЕ ЦЕМЕНТНОЙ МАТРИЦЫ

В процессе гидратации капиллярная пористость цементной 
матрицы будет частично заполнена жидкой фазой – ​водой затво-
рения и дополнительной водой, полученной в процессе внутрен-
него увлажнения, и частично газообразной фазой, образованной 
в процессе «самовысыхания» ее структуры.

При определении эффективных жесткостных характеристик 
цементную матрицу можно рассмотреть с позиции двух отдельных 
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состояний – ​насыщенного, где капиллярные поры полностью за-
полнены водой, – ​и  ненасыщенного – ​где капиллярные поры пол-
ностью заполнены газообразной фазой. По данным [23] можно 
считать, что давление газообразной фазы, заполняющей полые 
капиллярные поры цементной матрицы, не оказывает влияние 
на ее жесткостные характеристики. Это означает, что при расчете 
эффективных характеристик цементной матрицы в  ненасыщен-
ном состоянии можно принять, что значения модуля объемных 
деформаций и сдвига капиллярной пористости равны нулю.

Используя метод MT, на основе зависимостей (1) и (2), про-
ведя соответствующие преобразования, получаем следующие за-
висимости для определения эффективных характеристик цемент-
ной матрицы в ненасыщенном состоянии:

( ) ( ), ,1 ; 1 ,
1 1 1 1

   ϕ ϕ
= ⋅ − = ⋅ −   −α ⋅ −ϕ −β⋅ −ϕ   

c c
cm d s cm d s

c c

K K G G   (11)

где Kcm,d и  Gcm,d – соответственно модуль объемных деформаций 
и модуль сдвига цементной матрицы в ненасыщенном состоянии;

φc – относительный объем капиллярной пористости в цемент-
ной матрице.

Для определения жесткостных характеристик пористых сред, 
насыщенных жидкостью или газом, применяют положения теории 
пороупругости. В соответствии с положениями теории пороупруго-
сти эффективные характеристики цементной матрицы в насыщен-
ном состоянии определяются по следующим зависимостям [23]:

2
, , , ,; ,= + ⋅ =cm u cm d cm u cm dK K b M G G                         (12)

где Kcm,u – модуль объемных деформаций цементной матрицы 
в насыщенном состоянии;

Gcm,u – модуль сдвига цементной матрицы в  насыщенном со-
стоянии;

b, M – соответственно коэффициент и модуль Biot.
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Основное допущение, используемое в  модели эффективной 
двухфазной среды, состоит в  предположении о  независимости 
модуля сдвига двухфазной среды от свойств жидкости или газа, 
заполняющего поровое пространство.

Коэффициент и модуль Biot определяются следующим зависи-
мостям [23]:

, 11 ; ,−ϕ ϕ
= − = +cm d c c

s s w

K bb
K M K K

                          (13)

где Kw – модуль объемных деформаций воды.
После определения эффективных жесткостных характеристик 

цементной матрицы с  позиции каждого отдельного состояния 
определяют эффективные жесткостные характеристики цемент-
ной матрицы в процессе гидратации методом SCS на основе зави-
симости (3), где в качестве базовой среды выступает цементная 
матрица, а в качестве фаз включения – ​цементная матрица в нена-
сыщенном и насыщенном состоянии.

Объемные доли цементной матрицы в  ненасыщенном и  на-
сыщенном состоянии определяют исходя из степени насыщения 
капиллярных пор влагой, которую определяют из условия термо-
динамического равновесия в  поровой структуре цементной ма-
трицы на основе модели геометрической модели пор, предложен-
ной в работе [24].

МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ ЖЕСТКОСТНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК НА УРОВНЕ КОМПОЗИТНОЙ 
ЦЕМЕНТНОЙ МАТРИЦЫ

Цементная композитная система состоит из трех фаз – ​це-
ментной матрицы, включения в виде гранул пористого заполни-
теля и тонкого слоя оболочки цементной матрицы, окружающей 
каждое включение. Такую оболочку цементной матрицы принято 
называть транзитной зоной. Цементная матрица в этой оболочке 
отличается более пористым строением, чем основная масса це-
ментной матрицы, соответственно жесткостные характеристики 
этой оболочки также будут отличаться от характеристик основной 
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матрицы. Учитывая отличие жесткостных характеристик тран-
зитной зоны вследствие своего строения, данный слой цементной 
матрицы обычно выделяется в отдельную фазу цементной компо-
зитной системы.

Для рассматриваемой трехфазной композитной системы эф-
фективные жесткостные характеристики определяются в рамках 
концепции New DEMT [25], в следующей последовательности:

–– определяют жесткостные характеристики эффективной 
частицы – ​включения, состоящего из гранулы пористого 
заполнителя и слоя транзитной зоны цементной матрицы 
вокруг гранулы пористого заполнителя;

–– определяют жесткостные характеристики цементной ком-
позитной системы, состоящей из цементной матрицы и эф-
фективных частиц.

Для определения жесткостных характеристик эффективной ча-
стицы используется метод Generalized Self-Consistent Scheme [25].

В рамках концепции «внутреннего увлажнения» пористый за-
полнитель предварительно насыщают водой, следовательно, его 
поровая структура будет частично заполнена водой, остальная 
часть – ​воздухом. При определении жесткостных характеристик 
эффективной частицы необходимо предварительно определить 
эффективный объемный модуль пористого заполнителя, так как 
вода, находящаяся в  его порах, оказывает влияние на его жест-
костные характеристики. Эффективный объемный модуль пори-
стого заполнителя определяется методом SCS, используя зави-
симость (3), где в  качестве базовой среды выступает пористый 
заполнитель, а в качестве фаз включения – ​пористый заполнитель 
в насыщенном и ненасыщенном состоянии.

Объемные доли пористого заполнителя в ненасыщенном и на-
сыщенном состоянии определяют в  зависимости от начального 
количества дополнительной воды, содержащейся в пористом за-
полнителе и  количества дополнительной воды, мигрирующей 
в поровую структуру цементной матрицы.

Эффективные жесткостные характеристики цементной 
композитной матрицы определяют посредством аналитиче-
ских решений дифференциальных уравнений метода New 
DEMT [25]:
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; ,− −= ϕ ⋅ = ϕ ⋅k g
cmc cm cm cmc cm cmK K G G                             (14)

где Kcmc и  Gcmc – соответственно эффективный модуль объемных 
деформаций и модуль сдвига цементной композитной цементной 
матрицы;

φcm – относительный объем цементной матрицы в композит-
ной цементной матрице;

k и g – коэффициенты, учитывающие геометрическую форму 
эффективных частиц.

Относительный объем цементной матрицы, а также коэффи-
циенты k и g определяют по зависимостям, приведенным в [25].

Значение эффективного модуля упругости цементной компо-
зитной матрицы определяют по следующей зависимости:

9 ,
3
⋅ ⋅

=
⋅ +

cmc cmc
cmc

cmc cmc

K GE
K G

                                  (15)

где Ecm,c – эффективный модуль упругости цементной композит-
ной системы.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ ЖЕСТКОСТНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК НА УРОВНЕ БЕТОННОГО КОМПОЗИТА

Учитывая схожесть строения гетерогенных уровней цемент-
ной композитной матрицы и бетонного композита, эффективные 
жесткостные характеристики на уровне бетонного композита мо-
гут быть определены в аналогичной последовательности, как для 
цементной композитной матрицы.

Следует отметить, что уравнения (14) справедливы для опре-
деления эффективных жесткостных характеристик цементных 
композитных систем, содержащих эффективные частицы только 
одной определенной фракции. В реальной структуре цементных 
композитных систем содержится множество фракций эффектив-
ных частиц. Для решения данной проблемы авторы модели New 
DEMT рекомендуют применять усредненные коэффициенты k  
и  g  [25]:
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, ,; ,= ⋅ = ⋅∑ ∑i p i i p i
i i

k k c g g c                            (16)

где ki и  gi – коэффициенты, определяемые для эффективных ча-
стиц i-ой фракции, [–];

cp,i – объемная концентрация эффективных частиц i-ой фрак-
ции в общем объеме эффективных частиц, [–].

Однако применение усредненных коэффициентов k  и  g  не 
является оптимальным решением, поскольку на значения эф-
фективных жесткостных характеристик будет оказывать сильное 
влияние метод их определения. Предлагаемые авторами модели 
New DEMT зависимости для определения коэффициентов k  и  g  
фактически основаны на методе гомогенизации, предложенным 
W. Voigt.

Исходя из этого факта, для определения значений коэффи-
циентов k  и  g  вполне можно применить любой другой суще-
ствующий метод гомогенизации, что в конечном итоге приведет 
к получению значений эффективных жесткостных характеристик 
в  довольно широком диапазоне. Более рациональным является 
подход, представляющий собой последовательный способ, в кото-
ром на каждом i-ом этапе определяются эффективные жесткост-
ные характеристики бетонного композита, содержащего концен-
трацию i-ой фракции эффективных частиц на основе уравнений 
(14). На следующем (i+1)-ом этапе эффективная среда, получен-
ная на предыдущем i-ом этапе, используется как фаза матрицы 
при определении эффективных жесткостных характеристик бе-
тонного композита, содержащего концентрацию (i+1)-ой фрак-
ции эффективных частиц.

Окончательные значения эффективных жесткостных ха-
рактеристик бетонного композита будут получены на послед-
нем этапе, когда значение i станет равным общему количеству 
фракций эффективных частиц Np, содержащихся в  (рис.  6). 
Полученные таким способом значения эффективных жесткост-
ных характеристик не будут зависеть от усредненных коэффи-
циентов k  и  g , поскольку на каждом отдельном этапе приме-
няются коэффициенты ki и  gi, соответствующие i-ой фракции 
эффективных частиц.
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1 – ​композитное включение, 2 – ​композитная цементная матрица

Рисунок 6. Схема предлагаемого последовательного способа в методе New DEMT

Значения эффективных жесткостных характеристик бетонно-
го композита на i-ом этапе определяют по аналитическим реше-
ниям дифференциальных уравнений метода New DEMT [25]:
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где (Kc)i и (Gc)i – соответственно эффективный объемный модуль 
упругости и модуль сдвига бетонного композита на i-ом этапе;

(φcmc )i – относительный объем цементной композитной матри-
цы в бетонном композите на i-ом этапе.

Окончательные значения эффективных характеристик Kc и Gc 
определяют на последнем этапе:
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                                           (18)

где Np – количество фракций эффективных частиц в  бетонном 
композите, соответствующее количеству фракций плотного за-
полнителя.

Коэффициенты ki и gi на i-ом этапе определяют по следующим 
зависимостям
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1

1 1

, ,
,

, ,

− −

− −

 =


=

i p c ci ii

i p c ci ii

k f K K G

g f G K G
 при i > 1;                (19)

( )( )
( )( )

, ,
,

, ,

 =


=

i p cmc cmci

i p cmc cmci

k f K K G

g f G K G
 при i = 1.                   (20)

где (Kp)i и (Gp)i соответственно объемный модуль упругости и мо-
дуль сдвига эффективной частицы на i-ом этапе.

Относительный объем композитной цементной матрицы на 
i-ом этапе определяют по следующей зависимости:

( )
3

,
,

,

1 ,
 

ϕ = − ⋅ ⋅  
 

agg i
cmc agg agg ii

agg i

b
V c

a
                                (21)

где Vagg – относительный объем плотного заполнителя в бетонном 
композите;

cagg,i – объемная концентрация плотного заполнителя i-ой 
фракции в общем объеме плотного заполнителя;

bagg,i – радиус эффективной частицы i-ой фракции;
aagg,i – радиус зерен i-ой фракции плотного заполнителя.

ВЕРИФИКАЦИЯ ПРЕДЛАГАЕМОЙ МОДЕЛИ

Верификация предлагаемой модели выполнена путем сопо-
ставления значений, полученных посредством предлагаемой 
модели, со значениями, полученными по результатам экспери-
ментальных исследований [22, 26–28], на основе их исходных 
данных. Верификация предлагаемой модели выполнена на уров-
не бетонного композита по показателю эффективного модуля уп-
ругости.

Характеристики применяемых цементов приведены в  таб-
лице 2.
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Таблица 2

Характеристики применяемых цементов

Источ
ник

Плот
ность, 
г/см3

Удельная 
поверхность 
зерен, см2/г

Химический состав,%

SiO2 Al2O3 Fe2O3 CaO MgO SO3 П.П.П

[22] 3,15 3450 20,68 5,16 3,02 62,42 4,71 2,42 1,36

[26] 3,15 3850* 20 4,7 3,2 64 1,4 3,3 2,1

[27] 3,14 3340 20,5 5,7 2,9 64,5 1,27 2,15 1,89

[28] 3,15* 3850* – – – – – – –

Продолжение таблицы 2

Источ
ник

Минералогический  
состав, %

Наличие минеральных добавок

С3S С2S С3A С4AF Вид Количество, %

[22] – – – – – –

[26] – – – – Зола уноса 20

[27] – – – – – –

[28] 55* 15* 10* 12* Микрокремнезем 8

* Номинальное значение, применяемое при отсутствии сведений в исход-
ных данных.

Для определения минералогического состава цемента, исходя 
из его химического состава, использовалась модель R. Bogue [29].

Характеристики применяемых минеральных добавок приве-
дены в таблице 3.

Таблица 3

Характеристики применяемых минеральных добавок

Источ
ник

Вид
Плот
ность, 
г/см3

Химический состав, %

SiO2 Al2O3 Fe2O3 CaO MgO SO3 П.П.П

[26] Зола уноса 2,37 62,8 18,5 4,4 5,2 – 0,6 0,7

[28] Микрокремнезем 2,22* 96* 0,1* – 0,1* – – 3,8*

* Номинальное значение, применяемое при отсутствии сведений в исход-
ных данных.
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Составы бетонного композита, характеристики применяемо-
го мелкого, крупного и пористого заполнителя приведены в таб-
лице 4.

Таблица 4

Составы бетонного композита, характеристики 
применяемого мелкого, крупного и пористого заполнителя

Источ
ник

Обозначение 
состава

В/Ц
Расход компонентов, кг/м3 Плотность зерен, 

кг/м3

ПЦ* В* МЗ* КЗ* ПЗ* МЗ КЗ ПЗ

[22]

LLK‑0,5 0,5 370 185 754 969

– 2510 2640 –
LLK‑0,35 0,35 450 158 672 1061

LLK‑0,31 0,31 500 155 626 1074

LLK‑0,27 0,27 550 148 617 1060

[26]

JHW‑0% 0,42 270 142 885 1030 0

2620 2650 1740JHW‑8% 0,42 270 142 748 1030 137

JHW‑16% 0,42 270 142 611 1030 274

[27]

Y‑0,57 0,57 290 165 812 1030

– 2560 2730 –Y‑0,39 0,39 434 169 790 933

Y‑0,25 0,25 680 170 694 818

[28]
Yo‑0,4–8% 0,4 432 186 477 940 141

2630 2740 1820
Yo‑0,3–8% 0,3 432 139 514 1014 152

[22]
25

– 2,74 – – 44** 57** –
20

[26] 25 12,5 2,62 – 18,5 55** 58** 17,4**

[27] 20 – 3,36 – – 49** 66** –

[28] 12,5 – 2,6 3,6 21 56** 67** 18,2**

* ПЦ – ​портландцемент, В – ​вода, МЗ и  КЗ – ​соответственно мелкий и  круп-
ный заполнитель, НК – ​наибольшая крупность зерен.

** Номинальное значение, применяемое при отсутствии сведений в исход-
ных данных.
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а)   б) 

в)   г) 

д) 

М – ​результаты, полученные по предлагаемой модели,  
Э – ​экспериментальные данные

Рисунок 7. Изменение модуля упругости бетона в процессе твердения  
по данным [22] (а, б), [26] (в), [27] (г), [28] (д)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена расчетная модель для определения жесткост-
ных характеристик цементных композитных систем в  области 
низких водоцементных отношений, содержащих предваритель-
но насыщенный пористый заполнитель. В  основе предлагаемой 
модели лежит разделение структуры цементной композитной 
системы на элементарные гетерогенные уровни, на каждом из 
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которых определяют ее эффективные жесткостные характеристи-
ки, используя методы гомогенизации теории эффективной среды 
и дифференциальной эффективной среды.

Для определения эффективных жесткостных характеристик 
на уровне цементной композитной матрицы и бетонного компо-
зита предложен последовательный способ их определения мето-
дом New DEMT.

Выполненная верификация предлагаемой модели показала 
удовлетворительную сходимость результатов, полученных на ос-
нове предлагаемой модели с  результатами экспериментальных 
данных.
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